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Résumé :
Le problème modèle étudié est un sillage bi-dimensionnel confiné par deux parois latérales. Les équations de Navier-
Stokes incompressible sont résolues par un code spectral multi-domaine. L’objectif est de déterminer la limite entre les
configurations instables et stables en fonction des différents paramètres adimensionnels : le paramètre de confinement et
le rapport de vitesses. Les écoulements les plus instables se produisent pour des confinements d’ordre un.
Abstract :
The model problem is a two-dimensional wake sandwiched between two flat plates. The incompressible Naviers-Stokes
equations are solved by using a multi-domain spectral code. The goal is to find the limit between unstable and stable
configurations in function of different non-dimensional parameters : the confinement and velocity ratio. The most unstable
flows are those with confinement parameter of order one.
Mots clefs : Instabilités, Sillages, Confinement
1 Introduction
Avec l’objectif de comprendre pourquoi l’ajout d’un retrait à un injecteur coaxial améliorait le mélange, Juniper
et Candel (2003) [1] ont étudié récemment l’influence du confinement sur un sillage canalisé. L’écoulement
modèle consiste en un flot intérieur lent entouré de deux écoulements extérieurs identiques rapides plus ou
moins confinés par des parois latérales. Notre but est d’étudier au moyen d’une simulation numérique directe
(DNS) l’influence du confinement sur la stabilité du sillage. Il s’agit de voir si les analyses théoriques de
Juniper [2, 3] montrant que le confinement a une influence forte sur le caractère convectivement ou absolument
instable [4] de l’instabilité sont confirmées par des simulations numériques directes plus réalistes.
En effet, Juniper [2] a montré que l’instabilité du profil modèle de sillage parallèle non visqueux devenait plus
absolue pour des confinements de l’ordre de h = 1, en raison d’une résonnance entre les branches intérieures
et extérieures. Cela signifie que l’instabilité est capable de remonter l’écoulement et peut donner lieu à un
mécanisme d’oscillations auto-entretenues appelé mode global non-linéaire, décrit récemment [5, 6] pour des
écoulements dont la variation selon la direction longitudinale est lente (écoulements dits faiblements non pa-
rallèles).
S’appuyant sur ces analyses, les résultats de Juniper pourraient impliquer une instabilité globale du sillage
favorisée par des confinements d’ordre 1, ceci, même en présence d’un co-courant conséquent. En recourant
à la simulation numérique directe, nous relaxons deux hypothèses restrictives de ces études : l’absence de
viscosité et le caractère parallèle de l’écoulement. Nous considérons donc l’écoulement d’un fluide visqueux
avec comme condition d’entrée le profil de vitesse étudié par Juniper (figure 1), mais s’écoulant vers l’aval en
glissant sur les parois latérales, comme l’illustre la figure 2.
A l’entrée du domaine, en x = 0, un écoulement d’épaisseur 2h1 et vitesse uniforme U1 est entouré par
deux écoulements identiques d’épaisseur h2 et de vitesse uniforme U2. Nous supposons de plus que les fluides
ont la même densité. Afin de réduire le nombre de paramètres, nous choisissons comme échelle de vitesse
de référence la vitesse moyenne U1+U22 et comme longueur caractéristique la demi-largeur du sillage h1. Les
paramètres adimensionels restants, pouvant être librement choisis au cours de l’étude, sont : le nombre de
Reynolds Re = (U1 + U2)h1/2ν , le paramètre de confinement h = h2h1 et le paramètre qui règle le rapport de
vitesse Λ = U1−U2U1+U2 . Pour un sillage, le rapport des vitesses est négatif Λ < 0. Lorsque−1 < Λ < 0, on parle de
co-courant, alors que lorsque Λ < −1 on est en présence d’un contre-courant. Le profil d’entrée adimensionné
s’écrit :
U(y) = 1− Λ pour 1 < |y| ≤ h, (1)
U(y) = 1 + Λ pour 0 ≤ |y| < 1.
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FIG. 1 – Définition du profil d’entrée et des paramètres caractéristiques.
Dans toute l’étude, le nombre de Reynolds est choisi égal à Re = 500. Nous avons fait varier la longueur no-
minale du domaine L = 75, afin d’étudier l’influence de la condition de sortie sur la stabilité de l’écoulement.
Les comportements étaient identiques pour h < 3 en utilisant L = 100 et L = 150.
2 Méthode Numérique
Sous forme adimensionelle, le système de Navier-Stokes peut s’écrire :
∂tu + N(u) = −∇p +ν∆u dans Ω × (0, tf ), (2)
∇ · u = 0, (3)
B(u) = g sur Γ × (0, tf ), (4)
u|t=0 = u0 dans Ω, (5)
où tf est le temps final, Ω le domain de calcul et Γ son bord, u la vitesse, p la pression, ν la viscosité adimensio-
nelle (l’inverse du nombre de Reynolds) et où N(u) réprésente le terme de transport non-linéaire. L’opérateur
du bord B et la fonction g sont utilisés pour exprimer les conditions aux bords. La condition initiale et les
conditions aux bords sont supposées choisies telles que que le problème de Navier-Stokes soit bien posé.
Le domaine est rectangulaire et de grand allongement. En espace, on utilise une décomposition de domaine
suivant la direction longitudinale et pour chaque sous-domaine une approximation Chebyshev dans les deux
directions (horizontale et verticale). Le schéma temporel est constitué de trois étapes [7] :
1. Une étape de transport, fondée sur une méthode semi-Lagrangienne OIF (Operator Integration Factor),
2. Une étape de diffusion,
3. Une étape de projection avec approximation “grille unique PN − PN−2”.
Le solveur est parallélisé (un sous-domaine / processeur) et dans chaque sous-domaine les calculs sont vec-
torisés. En sortie du domaine de calcul une condition de non-réflexion doit être utilisée. On a essayé deux



























FIG. 2 – Profils de la composante longitudinale de la vitesse pour l’écoulement de base ub dans le canal.
L’écoulement glisse sur les parois latérales.
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on a choisi la première qui a donné des résultats plus satisfaisants, du point de vue de la précision et de la
stabilité. Avec cette condition on transporte, à la vitesse moyenne du fluide et au moyen d’une méthode des
caractéristiques, la composante normale au bord de sortie de la vitesse u = (u, v) et la vorticité ω = ∂xv−∂yu :
(∂t + Ū∂x)u = (∂t + Ū∂x)ω = 0, (6)
où Ū est la vitesse moyenne suivant l’écoulement. En termes Lagrangien, on obtient alors simplement :
un+1(xs, tn+1) = un(xs − τŪ , tn), (7)
ωn+1(xs, tn+1) = ωn(xs − τŪ , tn), (8)
où xs est l’abcisse du bord de sortie, τ le pas de temps et n l’indice de discrétization en temps. Le profil
d’entrée U(y) décrit dans l’introduction présente une discontinuité pour y = ±1. Il est alors souhaitable de
lisser U(y), en particulier dans le cas d’utilisation d’une méthode spectrale pour éviter ou au moins affaiblir le





(Ui−1 + 2Ui + Ui+1), (9)
où les Ui (et les Ũi) sont les valeurs aux points de grille de l’axe des y. Lorsque ces points sont régulièrement
répartis et que l’on utilise une approximation spectrale Fourier, ce lissage dans l’espace physique est équivalent
à l’application d’un filtre de type raised cosine filter [9]. Pour notre profil, le filtre ne change en fait que les
valeurs aux points-grille proches de y = ±1.
La condition initiale u0(x, y) consiste en la superposition du profil de vitesse à l’entrée U(y) (régularisé de
la façon décrite ci-dessus) et d’une perturbation aléatoire u′(x, y) d’amplitude 10−3. Ainsi avec ex le vecteur
unitaire suivant x :
u0(x, y) = U(y)ex + u′(x, y). (10)
La perturbation a été ajoutée afin de briser la symétrie variqueuse y ↔ −y du profil de vitesse ub(x, y) (figure
2), permettant ainsi au mode sinueux de se développer en un temps plus court, et une diminuition du temps de
calcul. Aux parois laterales une condition de glissement est imposée.
Dans la plupart des calculs présentés, nous utilisons 8 sous-domaines contenant chacun Nx × Ny points de
grilles avec Nx = 100 et Ny tel que 90 ≤ Ny ≤ 100 suivant la valeur de h. En utilisant des mapping appropriés,
ces résolutions ont été trouvées suffisantes pour assurer la convergence des calculs. Le pas de temps a été adapté
à ces résolutions : τ = 2.5 · 10−3, d’où un critère CFL maximum (:= max(|u|τ/δ), δ pas d’espace) O(1) et
moyen d’environ 0.03. Pour certaines simulations quand les tourbillons subissent de nombreux phénomènes
d’instabilités secondaires, nous avons utilisé 16 sous-domaines : L = 51.5, τ = 1.5 · 10−3, Nx = 100 et
Ny = 118.
FIG. 3 – Champs de vorticité instantanés pour t = 500 et Re = 500 et pour trois configurations des paramètres :
en haut h = 1 et Λ = −0.667, au milieu h = 1 et Λ = −0.613, en bas h = 0.7 et Λ = −0.667. En bleu on a
les valeurs négatives de la vorticité et en rouge celles positives.
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FIG. 4 – Diagramme spatio-temporel de la valeur absolue de la composante verticale (v) de la vitesse en
y = 0 pour un confinement de h = 1, Re = 500 et Λ = −0.613. Avec cette combinaison des paramètres,
l’écoulement est globalement stable : l’instabilité est advectée et finit par disparaı̂tre.
3 Résultats
La figure 3 représente le champ de vorticité à un instant donné (t = 500) pour trois jeux de paramètres h
et Λ. La vorticité y est codée en code couleur, du bleu pour les valeurs négatives au rouge pour les valeurs
positives. On y reconnaı̂t une allée de tourbillons alternés typique des sillages, qui occupe une certaine partie
aval du domaine. La comparaison deux à deux de ces figures permet cependant de dégager les tendances.
A paramètre de confinement fixé h = 1, l’influence du paramètre de co-flow Λ apparaı̂t en comparant les
figures a) (Λ = −0.667) et b) (Λ = −0.613). Une augmentation de la vitesse intérieure au sillage U1 (et
donc une hausse de Λ) repousse vers l’aval la perturbation. A paramètre de co-flow fixé Λ = −0.667, une
augmentation du confinement de h = 1 (a) à h = 0.7 (c) semble aussi advecter la perturbation. Cependant,
la figure 3 ne représente simplement que trois instantanés, ces tendances demandent à être confirmées par une
analyse plus détaillée des champs de vitesse, dans l’espace et dans le temps, par la construction de diagrammes
spatio-temporels.
Afin de mieux décrire la dynamique spatio-temporelle, la valeur absolue de la composante verticale de la
vitesse au centre du domaine |v(x, 0, t)| est représentée en niveaux de gris dans un diagramme x − t sur les
figures 4 et 5 correspondants aux paramètres des figures 3 b) et a). La figure 4 montre que pour h = 1 et
Λ = −0.613, l’écoulement est stable alors que la figure 5 montre que pour le même rapport de confinement
h = 1 mais un sillage intérieur à peine plus lent Λ = −0.667, le sillage est globalement instable et le siège
d’oscillations auto-entretenues.
Dans le cas stable, on remarque la présence d’un très long transitoire, se traduisant par l’advection progressive
d’un paquet d’ondes instable, mais à la suite duquel l’écoulement finit par se stabiliser, la perturbation tendant
partout vers 0 à temps long. La limite entre la partie noire (revenue au repos) et la partie striée représente le
front d’onde. Si, comme dans la figure 4, ce front d’onde progresse à une vitesse positive et descend vers l’aval
du domaine, l’écoulement tend à être stable dans tout le domaine. Il s’agit d’un cas typique d’écoulement
où l’instabilité est partout convective [4]. L’écoulement est globalement stable, mais en raison de l’instabi-
lité locale convective des couches de cisaillement, il se comporte comme un amplificateur de bruit [10]. Un
comportement très similaire est observé pour les paramètres correspondant à la figure 3 c), l’augmentation du
confinement de h = 1 à h = 0.7 étant donc à l’origine de la stabilisation de l’écoulement.
En revanche, dans le cas de la figure 5, correspondant aux paramètres de la figure 3 a), le front d’onde se
stabilise en une position xf ∼ 10 fixe et immobile au cours du temps. De plus, une coupe dans le plan x − t
pour des x > xf dans la zone instable (zone claire) montre un comportement périodique de période très
régulière. Ce comportement d’oscillateur avec un front localisé en espace est typique des modes globaux non-
linéaires décrits par [5] pour un sillage synthétique ou par [10] pour un sillage visqueux à plus faible nombre
de Reynolds.
De tels diagrammes spatio-temporels ont ainsi été construits pour une large gamme de paramètres afin de
déterminer les régions stables et instables du plan (Λ−1, h). L’ensemble des résultats est consigné sur la figure
6. Rappelons que pour −1 < Λ−1 < 0 on a un système contre-courant et pour Λ−1 < −1 un système
co-courant. Les écoulements globalement stables sont indiqués par une étoile et les écoulements stables par
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FIG. 5 – Diagramme spatio-temporel de la valeur absolue de la composante verticale (v) de la vitesse en
y = 0 pour un confinement de h = 1, Re = 500 et Λ = −0.667. Avec cette combinaison des paramètres,
l’écoulement est globalement instable : l’instabilité perdure dans le domaine.











absolument instable en x=0 
FIG. 6 – Diagramme de stabilité dans le plan (Λ−1, h), Re = 500. Les ronds représentent les configurations
globalement instables, les étoiles les configurations globalement stables. Le maximum d’instabilité est pour
h ∼ 1.
un rond. Il apparaı̂t clairement qu’une augmentation du co-courant dans le coeur du sillage tend à rendre
l’écoulement convectivement instable et donc globalement stable, en conformité avec l’intuition.
En revanche, l’influence du confinement est plus délicate à interpréter. En accord avec les prévisions de Juniper
[3], un fort confinement h ¿ 1 rend l’écoulement plus stable. A noter aussi que la configuration la plus instable
même en présence d’un co-courant conséquent est obtenue pour h ∼ 1, donc lorsque le sillage intérieur et
l’écoulement extérieur ont la même épaisseur, comme remarqué par Juniper [2].
Nous avons aussi reporté sur la figure la nature absolument instable ou convectivement instable de l’écoulement
en x = 0 au niveau de la condition d’entrée, telle qu’obtenue par Juniper [2]. Plusieurs différences doivent être
notées. D’une part, dans la zone grise, des écoulements convectivement instables en x = 0 sont tout de même
globalement instables. Il n’y a pas de contradiction car l’écoulement parallèle u0(x, y) n’est pas solution des
équations de Navier-Stokes et la solution stationnaire est un écoulement non-parallèle ub(x, y). Il n’est donc
pas exclu que vu localement en un point X , l’écoulement ub(X, y) soit absolument instable alors que ub(0, y)
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est convectivement instable. Il apparaı̂t donc que le caractère non parallèle de l’écoulement joue ici un rôle
prépondérant. D’autre part, pour des confinements faibles h > 1, le comportement attendu par l’analyse de
Juniper n’est pas observé. En effet, la figure 6 montre à faible confinement des feedbacks importants , qui ne
semblent pas liés à l’existence d’une région absolument instable dans l’écoulement.
4 Conclusions et perspectives
Nous avons étudié la stabilité globale d’une famille de sillages non parallèles solutions des équations de Navier-
Stokes en fonction du rapport des vitesses Λ et du confinement h. Un diagramme de stabilité a été construit pour
Re = 500, qui montre l’influence déstabilisante d’un confinement modéré en accord qualitatif avec l’étude
théorique de Juniper [2]. En faisant varier le confinement d’un sillage, nous avons montré que l’instabilité la
plus forte était rencontrée pour un confinement de l’ordre de un, en accord avec les résultats théoriques obtenus
de Juniper [2].
Afin de progresser plus en avant dans l’interprétation physique des ces phénomènes et de donner des expli-
cations plus complètes, nous devons maintenant nous pencher sur une analyse détaillée de l’écoulement de
base non-parallèle. Il est possible, en première approximation, de décrire l’évolution longitudinale de Λ(x). Si
asymptotiquement à x →∞ , le rôle de la viscosité est de combler le sillage et donc de faire tendre Λ → 0, il
n’est pas à exclure que l’écoulement de base présente un minimum négatif de Λ (maximum pour Λ−1) pour un
x fini, rendant ainsi l’écoulement localement absolument instable et donc globalement instable.
L’autre aspect intéressant à approfondir est l’influence du nombre de Reynolds Re. On s’attend à ce que pour
des nombre de Reynolds plus faibles, il y ait un effet stabilisant pour tous les confinements, en particulier pour
les cas où h > 1.
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putational Fluid Dynamics Conférence ECCOMAS 2000”, Barcelone, Espagne, 2000.
[9] Pasquetti R., Bwemba R., and Cousin L. A pseudo penalization method for high reynolds number uns-
teady flows. Applied Numerical Mathmatics, 58, 946–954, 2008.
[10] Chomaz J.-M. Transition to turbulence in open flows : what linear and fully nonlinear local and global
theories tell us. European Journal of Mechanics B, 23, 385–399, 2004.
6
